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Глава Г. 


Аллебраическя дъйствая надь величинами направлешя и величинами 
положезня. — 


8 1. Понят:е о вектор. Алгебраическтя дЪйствтя съ векто- 
рами. Е 

Прямолинейный путь, пройденный -точкою при ея перемфщени изъ 
положеня 4 въ положене В, вазываетея векторомь и обозначаетея 
черезь АВ, гдЪ А зоветея началомь, & В— кониомь вектора. 

Векторы различаются длиною и направлешемъ въ пространствЪ. Чтобы 
различать между собою векторы на плоскости, необходимо принять нф- 
который векторъ АМ за начальный, векторъ единииу. Тогда, веяюй век- 
торъ плоскости можетъ быть обозначень черезъ а,, тдЪ а длина век- 
тора, а Ф/уюль вектора, отсчитываемый отъ начальнаго направленя АМ 
противъ часовой стрЪлки. 

Векторъ плоскости а, выражаетъ собою комплексное количество съ 
модулемъ и и амплитудою ф, если считать начальный векторь АЛ 
равнымъ положительной единиц. 

Чтобы въ пространств различать векторы по ихъ длинф и направ- 
лено, необходимо принять нфкоторую плоскость за начальную и въ 
ней выбрать начальный векторь А4Г. Уголъ &, заключенный между 
проекщей нЪкотораго вектора, на начальную плоскость и векторомъ АМ, 
условимся считать за долзотну вектора; уголъ же @, составленный тою 
же проекщей съ вамимъ векторомъ, за мироти, вектора, обозначая его 
через» ав. 

Векторы, имфюцие равныя абволютныя длины и одинаковое направ- 
лене, считаются равными между собою. 


*) Читано авторомъ въ засфдаи Харьковскато Математическаго Общества 18 марта, 
1893 года. 
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Правило сложен1я векторовъ. Чтобы сложить два вектора, надо 
КЪ концу ОДНОГО вектора приложить начало другого, сохраняя ихъ на- 
правлен!я; сумма выразится векторомъ, соединяющимЪъ начало перваго 
съ конпомъ второго вектора: 


у АВ-ВОеА0. (п, . 


Такъ какъ векторъ можно перенести параллельно самому себЪф, не 
мфняя его длины и направлешя, то форм. (1) позволяеть складывать 
любые два вектора пространетва. 

Сложеве векторовъ облалаетъ свойствами перемфетительности и со- 
четательности, какь это видно изъ слздующихъ формулъ, которых легко 
пров рить: 


АВ- ВО= ВОР АВ= А; .......@) 


(АВ вор =АВв--(ВССр)=дАр..... (3) 


Ре 
Когда слогаемые векторы совпадають съ направленемъ начальнаго 


вектора, правило сложен!я векторовъ совпадаеть съ правиломъ еложб> 
ня положительныхъ и отрицательныхъ количествъ, выражаемыхъ сла- 
гаемыми векторами. 

По формул (1), 


ИВА —10 ВЕ. .... Я 


т. е. векторъ мЪняетъ свой знакъ на обратный при перем щени его 
начала и конца. 

Разематривая вычитане, какъ дЪйстые обратное сложеню, мы мо- 
жемъ изъ форм. (Г) получить слфдующую формулу вычитанн: 


А: Ань, .. ВЕ -.. . (5) 


откуда имфемъ: Е 

Правило вычитантя векторовъ. Разность двухъ векторовъ съ об- 
щимь началомъ выражается векторомъ, заключеннымъ между ихъ кон- 
цами и направленнымъ отъ конца вычитаемаго къ концу уменьшаема- 
го вектора. 

Изъ форм. (5) елфдуетъ, что разность двужь векторовь не зависить 
оть положеня ить общело начала, а искмочительно оть положетя иль 
концо6>. 

Правило умножентя векторовъ. Чтобы векторь ОД==а, умно- 
жить на векторь ОВ ==фз, надо изъ вектора множимаго ОЛ получить 
векторъ произведеше ОС помонию тЪхъ онеращй, при помощи кото- 
рыхъ векторь множитель ОВ полученъ изъ начальнаго вектора ОЛ, 


цавиаха единиц. 


во 


Такъ какъ (черт. 1) векторь ОВ нолучаетея изъ начальнаго вектора 
единицы ОЛ, удлиннивъ его въ отношени (5:1) и повернувъ его на 
уголь В, то чтобы получить векторъ произведеше 


0(= ОЛ.ОБ, 


достаточно построить на ОД треугольникъ ОДС, по- 
добный треугольнику ОМВ и сходственно съ нимъ 
расположенный, и тогда 


00= (а о Вов ) 


такъ какъ длина и уголъ вектора ОС равны соотв тетвенно длин и 
углу искомаго произведеня. Итакъ: 


ба Е ав (6) 


Изъ форм. (6) умноженя слфдуютъ формулы диленя векторовъ, возведе- 
я вектора въ степень и извлечешя корня изъ вектора, а именно: 


аа : 63 — (а: В) в; с. 3) 


О) ее о. (8) 


ее. ..0 


Послфдними двумя формулами намъ не придетея ниже пользоваться. 

Умножене векторовь, какъ это видно изъ форм. (6), обладаетъ свой- 
сгвами Яеремъстительности и сочетательности. ЕромЪ того умножеше 
подчиняется закону распредюлительности, а именно 


(а. Н®.с; = (а. Н.Ф. +... - 0) 


ДЪйствительно, умножеше на векторъ с, можно разсматривать какъ 
два послЪдовательныя дЪйстня: умвожене на векторъ со и умножене 
на векторъ 1,. Возьмемъ три вектора, соетавляюще собою стороны тре- 
угольника; каждый изъ нихъ равенъ суммЪ двухъ остальныхъ. ДЪйетве 
умножешя на со соотвЪтствуеть удлиненю сторонъ этого треугольника, 
въ отношени (с:1), а умножеше на 1, вращаеть весь треугольникъ на 
уголъ у. При томъ и другомъ дЪйетыи раепред$лительность, очевидно, 
имфетъ мФето. 

Такъ какъ векторы измфряются комплекеными числами, то формулы 
(1—10) выражаютъ собою также и свойства алгебраическихь дЪйстви 


надъ комплексными количествами. 
* 


Г 


6 2. Основан!е метода барицентрическаго исчисленя А. Ф. 
Мебтуса. 

А. Ф. Мебусь въ своемъ Пег Багусепатсве Са]с] разсматриваетъ 
различных точки пространства, какъ центры тяжести нЪеколькихъ ма- 
теральныхъ точекъ съ соотвЪтственными массами, что даетъ ему особую 
систему аналитической геометри. 

При помощи теор!и векторовъ методъ барицентрическаго исчислешя 
можетъ быть развитъ весьма просто. 

Разность двухъ векторовъ съ общимъ началомьъ зависить исключи- 
тельно отъ положен концовъ. Сумму двухъ векторовъ также можно 
представить въ такомъ видЪ, чтобы она не зависфла отъ положешя ихъ 
общаго пачала, а исключительно отъ положевя ихъ концовъ. 

Пусть С средина лиши АВ (черт. 2), а точ- 
ка Г) взята такъ, что 


>. БО: ДА—а:6, 


в. 2. 


гдЪ аи б произвольныя числа. Тогда, разсматривая треугольникъ АОБ, 
какъ половину параллелограмма, имБемъ 


бб 260 ...“...@ 


а такъ какъ 6- ВБД =а.ДА, то, замфнивъ векторы ВО и ПА разно- 
стями по форм. (5), будемъ имЪть 


р.(0р— ОВ =а.(0А- 0, 
откуда 


а. ОА-Ь.ОВ= («+ 5.00....... . (9) 


ПослЪлная формула включаетъь въ себЪ предыдущую, какъ частный 
случай. 

Вь формулахъ (11) и (12) ва начало векторовъ О можетъ быть при- 
нята вполнф произвольная точка пространства. ВромЪ того возможенъ 
ц%лый рядъ другихъ формуль, не изм$няющихЪъ своего значеня, если 
общее начало всъхь векторовъ, въ нихъ входящихъ, неренести въ про- 
извольную точку пространства. На этомъ основаи въ АлгебрЪ плос- 
кости и пространства мы предложили *) разематривать отдЪльно систе- 
мы венторовъ, съ произвольнымь но общим» началом. 

Опред$ лен1е. Оистемою мтрныхь точекь, или системою векторовъ 
положення, условимся называть систему векторовь, имъющихь произволь- 
ное общее начало. 

При векзорЪ положеня всегда или имфетея на лицо или подразу- 
м$фвается числовой коэффицлентъ. 


*) А. Боиуславекй. Алтебра илоскости и пространства или исчислене положешя. 
Москва. 1891. 8 8. 
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Векторъ положення мы будемъ обозначать большою буквою, соотвЪт- 
ствующей положено его конда, а дЪйетвительный коэффищентъ, при 
немъ стояший, малою буквою. Согласно съ этимъ формулы (11), (12) и 
(5) напишутся такъ: 


Сонни Соьа. 8) 
ви Ве о о. -. (4 
ВИ. мы о. (15) 


Посл дняя формула позволяетъ намъ переходить оть векторовъ по- 
ложения къ векторамъ съ опред$леннымъ началомъ и концомъ. 

ОпредЪленуе. Векторь съ опредъленнымь началомь и концомь мы 
будемь называть векторомь направлетя въ отличе отъ вектора поло- 
женя. 

Сложеше векторовъ положен!я ($. 14) подчиняетея законамъ перем - 
стительности и сочетательности, ибо, выбравъ опредфленное начало, мы 
получимъ формулу, содержащую векторы направленя, а сложеше векто- 
ровъ направленя подчиняется и тому и другому закону (ф. 2, 3). 

Изъ формулы (14) слфдуеть правило вычитавя векторовъ положешя, 
& именно, копецъ вектора разности дЪлитъ внфшнимъ образомъ отрФзокъ 
между концами уменьщаемаго и вычитаемаго векторовъ въ отношени 
обратномъ отноменш ихъ коэффишентовъ: 


А —В=(а—Ь.Е. 
Если $ стремитея къ значеню а, то въ предЁлЪ мы получаемъ 


а А —аБ=0.Е, 
но по формул (15) 
а —аБ=а.ВА. 


Итакъ, если сумма коэффипентовъ двухъ векторовъ положеня стре- 
митея къ нулю, то положеше конца вектора, равнаго ихъ алгебраиче- 
ской суммЪ, удалзется въ безконечность, а коэффищентъ суммы етре- 
митея къ нулю, но въ то же самое время та же алгебраическая сумма 
въ предВлЪ равна вектору направленгя, соединяющему конедъ вычитае- 
маго съ концомъ уменьшаемаго и взятому съ ихъ общимъ коэффищентомъ. 

Принявъ дв произвольныя точки прямой за основныя, мы можемъ 
для всякой третьей точки ирямой найти надлежашия числа, удовлетво- 
ряюшия форм. (14); числа эти и суть барииентричестя координаты точ- 
ки прямой. 

Равнымъ образомъ, принявъ три точки плоскости, или четыре точки 
пространства за основныя, мы можемъ получить барицентричесвя ко- 
ординаты точекъ плоскости и пространетва, 


— 6 — 


$ 3. Значен!е векторовъ положен!я въ геометрти. 

Для лучшато уясненйя формулы (14) приведемъ н%сколько простЪй- 
шихъ примЪровъ. 

1. Пусть К, Ё, М суть средины сторонъ треугольника АБО, а С 
центръ его тяжести. Примфняя формулу (14) посл$довательно, имемь: 


р ео о 
== А=ЭМ+ В=З4. 


Отсюда слфлуетъ, что медзаны треуюльника пересъколотся въ одной 
зпочкь С и ълятеся въ ней въ отношеши 1:8. 

2. Пусть К, Г, М; №, Ри О суть ередины сторонъ и дагоналей 
четыреугольника ДАВСО; тогда изъ формуль: 


А-В О-НЬ=4Е= 
=(А-- В) (С--Р)=(аА-Ь-(В-О=(а-о-(в-)= 
==2(Е-- Г) =2(М-- М =2(Р- 9) 


слфдтеть, что лини, соединяюция средины противоположныхь сторонъ 
четыреузольника, и литая, соедиияющая средины ею Олоналей, пересю- 
каются всъ три въ одной точкь и дълятся въ ней пополам. 

-3. Пусть В, Е, а и Н суть центры тяоюести лтльхь четьырехь тре- 
уольниковь, изь которыжь кажюдый озраничень парою смежныхь сторонъ 
данимо четыреуфюольника АВОШ и одною изъ ео д юналей. 

Тогда, вычитая одну изъ другой формулы 


д п д Пра, 


имфемъ 
ЗО. 


т. е. лишя ЕЁ параллельна СД) и составляетъ отъ нея одну треть; 
слЪдовательно, четыреуюльникь ЕРС.И подобень данному четыреуюльни- 
ку АБОО. 

4. Пусть точки Пи Е дълять боковыя стороны данназо трелоль- 
ника АБО вь одномь и томь же отношение тогда, вычитая равенства 


АВ = (а) и сА-РЬО=(а-РЬЕ, 
имфемъ 


ВС =(а- РЕ, 


т. е. лиия ОЕ параллельна основанию треуюльника и относится къ нему 
20 длинтъ, какъ В: (а-В О). 


о 


5. Требуется построшть пятищуюльникь, если дано положеще срединъ 
всъжь ео сторонь. Обозначимъ положеше искомыхъ вершинъ пятиуголь- 
ника черезъ Х, У, Я, Пи 7. Согласно даннымъ (черт. 8): 


Хх у=24; У 2-28; 2-- 0=30; О--Р=21; У+Х=ЗЕ. 


Умножимъ второе и четвертое уравневя на (— 1) 8 Хх 
и сложимъ затфмъ веЪ уравненя; тогда послЪ со- д 
кращен!я на два имЗемъ 


Х= А+ ВО ПЕ, 


т.е, приложивъ къ вектору съ концомъ въ точкЪ 4 векторы ВСи ДЕ, 
мы получаемъ непосредственно ноложене вершины Х искомаго пяти- 
угольника. Указанный способъ рЪшеня задачи остается въ силЪ для 
произвольнаго многоугольника СЪ нечетнымь числомъ сторонъ. 

6. Пусть А, Б, О, ,, ЕыиЕ суть средины послъдовательныхь сто- 
ронъ нькотораю шестизпольника; тЪмъ же самымъ премомъ легко обна- 
ружить, что 


АВ СО ЕЕ=0, 


т. е. лини АБ, Сри ЕЁ по длинЪ и направленю равны тремъ сто- 
ронамъ н$котораго треугольника. (Свойство это легко обобщается на 
средины еторонъ любого многоугольника сЪ чемнымь числомъ вершинъ. 
Отсюда ясно, почему не достаточно для построетя многоугольника съ 
четнымъ числомъ сторонъ знать положен!е срединъ его сторонъ; сре- 
дины сторонъ такого многоугольника не могуть быть взяты произволь- 
но, ибо положен!е одной изъ нихь опредфляется остальными. 

7. Для четыреугольника зависимость между срединами его сторонъ 
выражается веклорнымъ равенствомъ: 


АВ--О=0, 


которое показываеть, что средины сторонь четыретольника служать 
вершинами параллелорамма. 

Преимущество раземотрЪнныхъ Только что выводовъ заключается въ 
томъ, что въ нихЪ не входить никакихъ другихъ символовъ, кромЪ обо- 
значений положенгя точекъ и простьйшихъ операщй построевя. 

8 4. Прим$ры р шенйя задачъ методомъ эквиполленцъ Л. 
Беллавитиса. 


РЪшене векторныхъ уравневй составляетъ собою предложенный Д, 
Беллавитисомь методъ, который онъ назвалъ теорей эквиполленцъ, 
унотребляя для краткости выражене „ЕдироПевяе“ вмфето названия, 
предложеннаго имъ ранфе „Едиаяюн оеоштеылеве“. Приведемъ два 
примфра рфшеня этимъ епособомъ задачъ на построеше. 


= ОЕ 


Въ поелВлнемъ уравнени неизвЪетны только длина олной изъ сто- 
ронъ треугольника и уголь. Согласно этому имфемь сл$дующее по- 
строене задачи. 

Примемъ (черт. 5) произвольную лин ю, равную ОЕ, за единицу 
и пусть ВС==ив; тогда лия АС извфетна по длинЪ и направлению. 
Отложивъ СД равную тв ‚ строимъ треуголь- 
ники СОЕ и СОЕ по двумь сторонамъ и 
по углу, лежащему противъ одной изъ нихъ. 
Лини ДЕ и ОЕ дають направленля сторо- 
вы ДАХ, лежащей въ искомомъ треугольни- 

Еф противъ даннаго угла 0. Задача имфеть в 
два, рф шенпя. 

Въ заключеюе приведемъ доказательство теоремы Птоломея при по- 
мощи метода эквиполленцъ. Возьмемъ векторное тождество: 


Е 
ЗА, 


ро.(рв-— БА) ОВ.(рА— РС) | РА.(рС— ОВ)=0. 
Замфнивъ въ немъ разности векторовъ однимъ векторомъ, имЗемъ: 
РО.АВ+ОВ.СА-+ РА. ВО=0...... . (16) 


Это равенство обнаруживаетъ замЪчательное свойство сторонъ и д1а- 
гоналей всякато четыреугольника, а именно: жжри вектора, выражаю- 
ийеся произведейями паръ противоположныхь сторонь и блоналей че- 
ыреугольника, составляют собоо три стороны нькоторазо траурольника. 

Если въ частномъ случаз вершины этого треугольника совпадаютъ 
съ прямой линей, то равенство (16) обращается въ числовое и при 
этомъ углы векторовъ, выраженныхъ произведенями 


Т0.АВ и РА.ВО, 


равны между собою. Для каждое изъ этихъ произвеленй на ОС.БС, 
мы заключаемъ, что углы векторовъ частныхъ 


АВ:ВС и ПА: 


также равны между собою. Послднее показызаетъ, что равенство (16), 
какъь числовое, имфеть м№ето тогда, когда вершины четыреугольника 
лежать на окружности круга (или же на прямой лини). 


5. Два особые вида умножен1я векторовъ. 
Общее алгебраическое произведене двухъ векторовъ 


ау. = 96. с9(ф-Е Е таб. зи(ф Е 9) 


распадается естественно на дв№ части, дЪйствительную и мнимую. Важ- 
дую изъ этихъ частей можно разематривать какъ результатъь особой 


операши надъ векторами. Тая дв операци зависятъ отъ направлен1я 
вектора, принятаго за положительную единицу. Но если взять произведене 


а. = аб .с8(ф-— ф) г аБ.зиф — $), . .-- - (17) 


то абсолютныя значення дфйствительной и мнимой части зависять отъЪ 
разности утловъ ф и ф и, сл$довательно, не зависятъ отъ направлен!я 
вектора единицы. 

Условимея полученше множителя при # въ правой части равенства (17) 
разсматривать какъ особую операщю надъ векторами ар И (о и бу- 
лемъ ее называть эвометрическимь умноэюентемь, обозначая его такимъ 
образомъ: 


а. вп(ф — Ф) = аж ии": 408) 


Разнымъ образомъ получен!е перваго члена второй части равенства 
{17) мы будемъ также разсматривать какъ особую операщю вадъ век- 
торами а и Ву, называя ее числовымь умножешемь и обозначая ее такъ: 

“ 


аб. св(ф — Ф) = аро%. + еее . (19) 


Произведеня (18) и (19) зависять исключительно отъь длины зекто- 
ровъ ар и в и величины угла между ними. 

Оба разематриваемыя дЪйстыя обладаютъ свойствомь распредьли- 
тельности, что неносредетвенно слфхуетъ изъ распредлительности сово- 
купности ихъ въ произведен (17). КромЪ того геометрическое умноже- 
не, кавъ видно изъ формулы (18), обладаеть слфдующими свойствами: 


ар 6. =0; бр» т — 46; @р » бу — —бзйу- .. (20) 
Числовое умножене обладаетъ свойствами (фор. 19): 


ар ов, = @6; @робу, т ==0; @ро бу — бъо аз: э. = (21) 


Такимъ образомъ, числовое умножеше подчиняется закону перемъети- 
зпельности, зеометрическое же умножене ему не подчиняется. 

На основанти формуль (20) и (21), разложивъ множители на слагае- 
мыя по двумъ опред®леннымъ взаимно перпендикулярнымъ направле- 
втямъ, можно замЪнять какъ числовое, такъ и геометрическое произве- 
ден1я произведентемъ алгебраическимъ. 

Геометрическое умножене Германъ Гюнтеръ Грассманъь въ своемъ 
Апздевтипоеге зоветъ вн®тнимъ *) умножещемъ, а числовое — вну- 
треннимъ. 


*) Ранфе Г. Г. Грассмана поняте о внЪзшнемъ умноженн установлено было его от- 
цомъ н Яал-Уепаномъ. 


а 


$ 6. Значенте геометрическаго умножен1я въ геометр/и. 


Нусть векторъ а, движется своимъ началомъ вдоль вектора би, , оста- 
ваясь параллельнымъ своему начальному положеню. Будемъ называть 
@ образующимь, а в, направляющимь векторомъ и условимся считать 
площадь нараллелограмма, описываемую образующимъ вектором'ь, за ио- 
зоэбительную въ томъ случаЪ, если онъ движется влъво относительно 
своего начальнаго положенля (для наблюдателя смотрящаго вдоль но 
его направлено). 

Легко вилЪть, что площадь параллелограмма, заключенная между 
векторами а и %, выражается (фор. 18} геометрическимъ произведенемъ 


@ржбу еее нана + (22) 


Всф свойства теометрическаго умножен!я (форм. 20) при этомъ имЪють 
мфето, а именно: площадь параллелограмма равна нулю, если уголь 
между векторами равенъ нулю; она выражается произведешемь &.б, 
если этотъ уголъ прямой, и наконенъ, ялощадь параллелорамма мъняеть 
свой знакъ на обратный при замюънъ образующиемо вектора направляю- 
щимь и обратно. 

АЪйствительно, (чер. 6) если АБ = а и АС=Ь, то АВ описы- 
ваеть площадь параллелограмма АБОС, перемБщаяеь влЪво относи- 
тельно своего направленя, а АС описываеть 
ту-же площадь, двигаясь вправо относительно 6 г о 
своего направленля. 

Ниже мы увидимъ, что различие между зна- 
ченями направляющаго и образующаго вевто- 
ровъ вполнЪ соотвфтетвуеть различ между началомь и концомъ век- 
тора при установленш его знака. 

Геометрическое произведене трехъь векторовь направленя, не лежа- 
щихь въ одной плоскости, 


А В 


ржи еее на . (23) 


выражюаеть собою объемь параллелепипеда съ соотвфтетвующими тремя 
ребрами. 

Можно обнаружить, что вс свойства геометрическаго умножен1я 
имфютъ мфето при вычислен!и объема параллелепипеда по тремъ его 
ребрам *), но мы не будемъ на этомъ останавливаться, а замфтимъ 
только, что умножене трехъ векторовьъ пространства подчиняется за- 
кону сочетательности 


ар жа СЕ == (аж В) к СЕ = ар * (ус. 


*) А. Бонуславенй. Алгебра плоскостн ин пространства. Москва. 1891. 6 29. 


= 


Объемь параллелепипела мы будемъ считать положительнымъ въ томъ 
случаЪ, когда онъ описанъ движевемь положительной площади, совпа- 
дающей сте одной изъ его граней, по направлено ея положительной 
нормали. 

Посмотримъ, какъ на основании свойствъ геометрическато умноженя 
оно можетъ быть выполнено. 

Возьмемь три взаимно перпендикулярныя основныя направлена, 
обозначенныя цифрами 1, 2 и 8; каждый изъ множителей ар и (0 бу- 
демъ представлять себЪ въ вид произведен1я вектора единицы на от- 
влеченное число. Нусть оба множителя лежать въ плоскости 12 и пусть 
ваправлеше 1 то начальное, отъ котораго отсчитываются углы. Тогда 


ар» = 46-1» 1% == аб. (езф- 131) х (св -Е 2314). 
По уравнеюямъ (20), опуская множитель $, имфемь: 
а) Въ 06. (сзфьзпи-- пФ „ 634). 


Если мы желаемъь въ этой формул замфнить геометричесвя произ- 
веденя алгебраическими, то намъ необходимо предварительно оба, члена, 
стоящие въ скобкахъ, привести къ такому порядку множителей, чтобы 
обЪ площади, ими выражаемыя, разсматривались, какъ образованных дви- 
жешемъ векторовъ, совпадающихъ съ направлеюемь 1; поэтому с0- 
гласно форм. (20): 


а бу == @6 (63Ф.5Пф — 08.309)... ... . (24) 


Раземотримъ вычислене объема параллелепипеда съ ребрами ар, бу 
и с... Разложимъ эти три вектора по направлеямъ 1, 2 и 3 и будемъ 
обозпачать знакомъ | |* геометрическое умножеве суммъ векторовъ. 
Тогда, вынося абсолютныя длины векторовъ за скобки, имфемъ: 


е3(а1) -Е с8(а2) -Е св(а3) |* 
аж хе == афе.| св(6 1) -- с ф2) -- св 3) 
е3(е 1) -= ез(е 2) - сз(е 3) 


При перемножени суммъ векторовъ въ этой формулЪ, согласно фор- 
мулы (20) нельзя брать множителей изь одной колонны: а для того, 
чтобы можно было замфнить геометрическая произведешя алгебраиче- 
скими, необходимо предварительно привести всЪ отд®льныя произве- 
денгя къ одинаковому порядку множителей въ порядкЪ направлевй 
(1, 2, 3), руководствуясь правиломъ знаковь (форм. 20). Отсюда ясно, 
что объемъ разсматриваемаго параллелепипеда выразится формулой: 


ао 


с3(а1) сз(а2) сз(а3) 
ар» бу ВЕ = 960 с3(61) с3(62) с563) |,.... . (25) 
с3(с1) е3(с2) св(с3) 


тд при а6с имфемъ множителемъ детерминанть, аналогичный множите- 
лю формулы (24) и названный ИГпаудтомь синусомъ треграннаго угла. 


$ 7. Геометрическ1я произведен!я векторовъ положения. 


Такъ какъ ОД„ОБ выражаеть собою удвоенную площадь треуголь- 
ника ОДВ, то зеометрическое произведене двухь веклпоровь положенйя 


`В Вне о 


выражаеть собою удвоенную площадь треуюльника съ основащемь АБи 
бвершминою 65 произвольной точь пространства. 

Опред лен{е. Геометрическое произведеше двухъ векторовЪ направ- 
леня а, »бь мы будемь называть илощадью направленя, или вектором 
площадью, или иначе мърною площадью. 

Геометрическое произведене двухъ векторовъ положешя Аи В мы 
булемъ называть илощадью положення, или мърною частью прямой. 

Векторъ-площадь не м%няеть своего значенгя при перем$щени въ 
положеве параллельное начальному. 

Векторъ положеюя (26) не м$няеть своего значешн при перем щен1и 
отрфзка АБ по той прямой, на которой онъ расположенъ. 

Такъ какь ОА. ОВ, ОС выражаеть собою (8 6) шестикратный объемъ 
пирамилы ОАЬС, то чеометрическое произведенме трель векторовъ по- 
лоэженя 


ыы а. Зои. 64-097) 


выраэюаеть собою естикратный объемь пирамиды съ основамемь АБС 
% верщиною въ произвольной точкъ пространства. 

Опред$ ленте. Геометрическое произведене трехъ векторовъ направ- 
леня @о»бу»се мы будемъ называть мърнымь объемомь, или же просто 
объемомъь 

Геометрическое произведеше трехъ векторовъ положешя А4„В„О мы 
будемъ называть объемомь положеная, или иъурною частью плоскости. 

М%$рный объемъ не мфняетъ своего значеня при произвольномъ не- 
ремфщени въ пространств$, если сохраняется его абсолютное значе- 
не и знакъ. 

МЪрная чаеть плоскости А„В,„С не м$няеть своего значешя при 
перем$ щен площади АВС вдоль плоскости, на которой она лежить, 
при сохранен ея абсолютнаго значеня и знака. 


И 
Теометурическое произведене четырехь векторовь полоэвеная 
ВО ее с м с (08) 


мы будемь называть мьрною частью пространства и разумыть подь 
нимь зиестикратный объемь пирамиды АБО. 

Два геометрическихь преизвелемя А, Ви С.) могуть быть равны 
только тогда, когда отрзки АВи ОБ лежатъ на одной прямой и 
имфютъ одинаковую длину и знасъ, ибо иначе для начала въ произ- 
вольной точкЪ пространства величина и направлеше площадей, ими вы- 
раженныхтъ, будуть различны. 

Лва геометрическихъ произведеня А,„В,.Си О.Е, могутъ быть 
равны только Тогда, когла площали АБС и ДЕЕ лежать на одной 
плоскости и имБютъ одинаковое абсолютное значене и знакъ, ибо иначе 
для начала въ произвольной точкЪ пространства объемы, ими выражае- 
мые, будуть различны. 

Два геометрическихъ произведеня А„В,С,. Ди Е.Е, С.Н рав- 
ны тогда, когла объемы, ими выражаемые, им$ютъ одинаковое абсолют- 
ное значеюе и знакъ. 


8 8. Тождественныя преобразован1я суммъ геометрических ъ 
произведений. 

Сложеше м$рныхъ частей одной и той же прямой, м®рныхъ частей 
одной и той же плоскости, а также сложеше м®рныхъ объемовъ и мЁр- 
ныхъ частей пространства, совпадаеть съ алгебраическимъ сложешемъ 
чисель, выражающихъ собою м%®ру этихъ величинъ. 

Равнымъ образомъ сложеше векторовъ-площадей, параллельныхъ между 
собою, совпадлаеть съ сложенемъ чиселъ, ихъ измфряющихъ, такъ какъ 
параллельныя векторы-площади различаются между собою только абео- 
лютнымь значещемь и знакомь площади. 

Сумма произвольныжь векторовь-площадей можеть быть заменена 
однимь вехторомъ-площадью. Пусть векторы-площади аб и с, а им$- 
ютъ различное направлен!е; возьмемъ на лини пересЪчен!я плоскостей 
(аб) и (с4) вевторъ жж произвольной длины и выберемъ векторы риа 
такъ, чтобы д.р =жин.р и с.9=т,„9. Тогда по закону распредЪли- 
тельности имемъ; 


абс а=тр та =ть (ра) =тхп.. . . (29) 


Сумма нлъсколькижь мърныхь частей прямыль, лежащихть на одной и 
710 эюе плоскости, можеть быть замлънена одною мърною частью пря- 
мой. Если Е есть точка перес$чен1я прямыхъ АВ и ОО, то взявъ век- 
торы ЕГи ЕС соотвЪтственно равные 4В и ОО, мы будемъ имфть (87): 


— 5 = 


ели въ этой формул взять площади положешя съ вершинами въ 
опред ленной точкЪ плоскости О (черт. 7), то мы получаемь правило 
сложен1я площадей треугольниковъ, имВю- 
щихъ общую вершину, а именно: 


ОАВ-- ОСр =2ОЕН= ОЕК. (31) 


Въ случаЪ, хозда слазаемия мтрныя час- 
ти прямыхь параллельны между собою, 
сумма ить равна по дмвиь иль амебраи- 
ческой суммт, параллельна слолаемымь и 
дълить разстояне между ними въ отношении обратномь изъ длин. 

Пусть АВ | СДО; тогда векторы АВ и СЛ могутъ отличаться одинъ 
оть другого только числовымъ дЪйствительнымъ множителемъ: 


ОИ ма. п. № . (32) 


На оснонанйи основнаго свойства геометрическаго умножешя (А„А==0) 
мы можемъ написать: 


А, В-+С.Б=А,(Вв—д)--0,(-О, 
и сотласно (32) имфемъ: 
АВС, р=А,(В— А) О+т(В— 4) =(А-тС) + (В—4). 
Замфнивъ гумму Ат черезъ (т 1)Е, получаемъ: 
АВЕО, О =щж-оЕ,(В— 44=Е,[(В—А-ЕФ-— 0, 


или иначе 
АВС.) =Е,(Е-Е)= Е.Е, о (35 


тлф ЕЁ = АВ-|- ОО, что мы и хот&ли обнаружить. 


8 9. Продолжен!е. Векторъ-площадь, какъ разность площа- 
дей положентя. 

Пусть дв м%®рныя части прямых А.Ви О.Л равны по длинЪ, 
одинаково направлены и лежать на двухъ параллельныхъ прямыхъ. 
Если выполнить вычиташе С.Л изъ АВ по формул (33), то точка Е 
улалится въ безконечность, а длина мфрной части прямой, черезъ нее 
проходящей, обратится въ нуль. 

Но съ другой стороны, такъ какъ 


В—А=р--0, 


то мы имфемъ: 
А,В—О(.О=А,(В—4)—0,(р-О=(А-0),(В- А), 


ИЛИ 
А, ВС, )=оА, АВ. оо . (84) 


Итакъ, веклюрь-Илощадь можеть бъить выражена хакъ разность двухь 
равныть и параллельныхь мъуныхь частей прямыхь, аналогично тому, 
какъ векторъ направленя выражается разностью двухъ м$рныхъ точекъ. 

На основави форм. (34), взявъ сумму м$рвыхъ частей прямыхъ, со- 
внадающихь по длин и положенио съ двумя парами противополож- 
ныхЪ сторонъ параллелограмма, мы имфемъ: 


мВ в, О-о веЮ..... 


т. е. сумма м®рныхъ частей прямыхъ, совпадающихь по длинЪ и по- 
ложеню съ периметромъ параллелограмма, выражаеть собою удвоенную 
ето площадь. 

Теорему эту можно обобщить на любой многоугольникъ. Раскроемъ 
скобки въ произведеи 


АВ, АС=(В—А).(0—А)=В.О--ОС, АА, В=2АБС. (36) 


Разбивъ произвольный многоугольникъ д1агоналями изъ его вершины 
на треугольники, мы получаемъ, сложивъ рядъ формуль (36): 


ВЕ Вон, И-М ао. „0 


При этомъ, чтобы быть въ согласи съ опредфлешемъ знака площади, 
выраженной параллелограммомъ (8 6), слфдуеть считать плошадь-век- 
торе положительною тогда, когда м%фрныя части прямыхъ, совпадаю- 
щихъ съ ея периметромъ, огибаютъ площадь, имЪя ее влЪфво относи- 
тельно своего направлешя. 

Сл детвте ТГ. Чтобы сложить дв площади, нзкоторая часть конту- 
ровъ которыхъ конгруентна, достаточно приложить ихъ другъь къ другу 
такъ, чтобы эта часть контура, совпадая по положеню, имЪфла про- 
тивоположное направлеше. Въ алгебраической суммЪ получится пло- 
щадь, ограниченная всфмъ контуромъ, за исключещемь совпавшей части, 
которую слЪдуетъ считать взаимно уничтоженною. 

Такъ наприм®ръ, площадь съ пересЗкающимея контуромъ (черт. 8) 
АБСРЕА, согласно опредфленю знака площади, частно положитель- 
на (АБО), а чаеттю отрицательна (ОРЕ). По правилу, только что вы- 
<казанному, ее можно зам$нить равновеликою ей положительною пло- 


Пре 


Уф 


ка 
№1 


щалью ВО 4,Е; для этого достаточно эту площадь перегнуть дваж- 
ды, какъ это видно изъ чертежа, а именно: 


АВОРЕА = АВС- СРЕ= АВС- СБЕ = ВЫЕГЕАБ, 
или 
АВОРЕА-== ВБЕ- РА.Е= ВОЛ, Е. 

Слфлетвте 1. Площадь, описанная на плоскости поступательнымъ 
движешемь нфкоторой части прямой, не за- В 
висить отъ пути, но которому она перехо- 
дить изъ начальнаго положення а, въ конеч- 


ное @,. 
Дъйствительно, если послЪдовательныя по- 
ложешя прямой будуть а,, @., @-..@,, То 


площадь параллелограмма (а, — а.) равна алге- 
браической сумм параллелограммовъ (а, — а), 


(а, —а,) и т. д., велфдетые тождества: 
ро о... (а, а )=а,—а. . . (38) 


Иначе, если ирямая, онисавъ своимъ поступательныймъ движешемъ на, 
плоскости рядъ параллелограммовъ, возвращается късвоему начальному по- 
ложеню, то алгебраическая сумма веЪхъ параллелограммовъ равна нулю. 

СлЪдетв1е ПИТ, Такъ какъ равенство (38) остается въ еилЪ и для 
пространства, то отеюла сл$дуеть. что векторная сумма параллелограм- 
мовъ, опиванныхь въ пространств прямою а, равна нулю, если эта, 
прямая, описавъ ихъ своимъ поступательнымъ движенемъ, возвращается 
къ своему начальному положению. 


Е 


8 10. Продолженле. Сумма м$рной части прямой съ векто- 
ромъ-площадью ей параллельной. Сумма м$рныхъ частей пря- 
мыхъ въ пространств. 

Пусть дацпы на плоскости м%рная часть прямой А „В и площадь- 
векторъ, выраженная параллелограммомъ ОДЕР (чер. 9). Тогда, согласно 
форм. (34), мы имЪемъ: 


А.В СРЕЕР= А, ВО. ОЕ, Е= ы 
= АГЬЕ, РМ, М, .. (9) > — 
А. 


причемъ изъ того же равенства имфемъ: 


ь су 


Если площадь-векторъь и мЪфрная часть прямой 
параллельны между собою, то, сохраняя направ- © 
левше площали-вектора, ихъ можно совмЪетить съ 
одною плоскостью и затфмъ выполнить сложене 
по форм. (39). Отсюда имЪемъ теорему: 


5 


— 5: = 


Придеть къ мтрной части прямой никоторую площадь-векторь ей 
параллельную значить перенести мърную часть прямой параллельно 
самой себъ на такое разстояие, чтобы она описала при этомъ перемт- 
зцени векторь-площадь, равновеликую данной. 

Формула аналогичная формулЪ (39) лля векторовъ и м$рныхъ точекъ 
селфлующая: 


А+ бр=А+фАВ=А-+ (В А=В, 


гдЪ векторы АБ и СД равны, т.е. придать къ мЪрной точкЪ векторъь 
направленя значитъ перенести ее по направлению вектора на его длину. 
Теорема. Сумма нъсколькихь мюрныхь частей прямыхь въ проетран- 
ствь можеть быть вседа замъиена одною мърною частью прямой и 
однимь векторомь-площадью, или же двумя мърными частями прямызъ, 
не лежюащиижь въ одной плоскости. 
Дана сумма мзрныхъ частей прямыхъ: 


а сх. (40) 


любую пару мёрныхъ частей прямыхъ можно зам нить одною мЪрною 
частью прямой и одною площадью-векторомъ, пользуясь ел$лующей 
формулой 


гдЪ векторы АЁи СР равны между собою; далЪе, пользуясь формулами 
(30) и (34), имБемъ: 


А.В, Р=9А.В--ОРЕА. .... 2. В 


ПримЪнивъ эту формулу посл довательно къ слагаемымъ суммы (40), 
мы можемъ свести вею сумму къ одной мЪфрной прямой а, сложенной 
съ суммою векторовъ-плошадей, которую по форм. (29) можно замЪ- 
нить одною площадью-векторомъ 2; и такъ 


УЕ. д.2 МОП 


Если же къ этой суммф примфнить вновь формулу (41), воепользо- 
вавшиеь ею въ обратномъ порядЕЪ, то мы получимъ: 


Е. П.С. 


г аиф м®рныя части прямыхъ, вообще не лежащихъ въ одной 
плоскости. Двз мфрныя части прямыхъ, не лежащихь въ плоскости, 
не могутъ быть зам нены одною мфрною частью прямой, ибо прим$- 
неке форм. (30) требуетъ вынесеня за скобку общато множителя, со- 
впадающаго по положенлю съ точкою пересВчен1я слагаемыхъ. 


те 


$ 11. Продолжен1е. Сложен!е м$рныхъ частей плоскостей. 


Даны двЪ произвольныя м$рныя части плоскости А.В,Си О, Е.Е; 
возьмемъ на лини пересфчешя этихъ илоскостей произвольную мЬрную 
часть прямой А„Г, и выберемь точки М и М такъ, чтобы (8 7) 


Е.Г.М=А,В,.С и КГ. М=ФО, Е, Е. 
Тогда имфемъ формулу 
А.В. СРО, Е, Р= К.Г. МК. Г. М=К, Г. (М- М), 
и 0бозначаня М-- М черезь 2Р, получаемъ 
АА — А, Б.Р. с... (94) 


Если слагаемыя м$рныя части плоскостей параллельны между со- 
бою, то можно выполнить ихъ сложене, пользуясь формулою: 


АВ, СО» Е. Е=А,(В—А),(6С- О, (Е—0).(ЕР—Т); 


но такъ какъ двЪ параллельныя площади-векторы АВ, АСи ДЕ.ЛОЕ 
могутъ различаться между собою только числовымъ коэффищентомъ, 
то ПОЛОЖИвВЪ 


РЕ, ЕЕ=тАБВ.АС и А-РтО=щи РОК, 
имфемъ: 


О О ВС 5) + (45) 


т. е. сумма двухъ м®рныхь частей параллельныхъ плоскостей равна 
мфрной части плоскоети, параллельной слатаемымъ, и проходить черезъ 
точку А, д$лящую разстояете между слагаемыми въ отношени обрат- 
номь ихъ абсолютному значению. 

8 12. М$рный объемъ, какъ разность мфрныхъ частей плос- 
костей. 

При т = —1 формула (45) даетъ намъ площадь равную нулю и 
удаленную въ безконечноеть. Но подвергнувъ ее преобразованло, ана- 
логичпому съ премомь 8 9, мы имфемъ: 


Е.О). Е —=А,(В—4).(0—А)—П,(В— А). (С— А), 
такъ такъ по условю АВ, АС = Е. РЕ. Отсюда: 


Итакъ, мюрный объемь выражается разностью двухь мтърныхь час- 
тей плоскостей, совпаделющихь съ двумя противоположными ранями па- 
раллеленипеда,. 


— 90 
Если въ формулЪ (46) раскрыть скобки, то мы получимъ 


РА. АБ. АС-ВРАВС= 


Итакъ: шестикратный м$рный объемъ тетраэдра выражается суммою 
м5рныхъ частей плоскостей, совпадающихъ съ гранями тетраэдра и взя- 
тыхъ въ такомь порядЕЪ, при которомъ сумма площадей-векторовъ, ими 
выраженныхь, равна нулю. 

Изь формулы (47) можно вывести всЪ заключеня аналогичныя ел$д- 
стнямь 8 9, какъ-то: 

Объемъ. описапный площадью параллелограмма при ея поступатель- 
номъ движети въ проетранетвф, зависить только оть ея начальнаго и 
конечнаго положешя. Приложить къ м®рной части плоскости м®фрный 
объемь значитъ перенести ее параллельно самой себЪ въ такое поло- 
жете, чтобы объемъ ею описанный быль равенъ прикладываемому м$р- 
ному объему. 


$ 13. Порядокъ геометрическихъь произведен1й. Свойства 
теометрическихъ произведен!й наивыспаго порядка. 


Опред% лентя. Число множителей, выраженныхь векторами натрав- 
леная или векторами положення, называется порядком зеометрическало 
пронзведенгя. 

Ближейшимь основонемь системы пространственныхь величинь мы 
будемь назывелть прямую, плоскость или пространство, смотря по то- 
му, здъ расположены вс пространственныя величины. 

Величины положен1я, которыя суть геометрическая произведеня век- 
торовъ иноложен1я, бывають четырехъ порядковъ, а именно: 

1 пор.: А—векторъ положен, или мФрная точка. 

2 пор.: А, В— илощадь положеня, или м®рная часть прямой. 

3 пор. А.В, С —объемь положевя, или мФрная часть плоскости. 

4 пор.: А.6В.О0,Л—м$рная часть пространства. 

Величины направленя, которыя суть теометричесяя произведения 
векторов, направленя, могуть быть представлены въ вид суммъ или 
разностей величинъ положення. Они бываютъ трехъ порядковъ: 


1 пор.: АВ = В — А векторъ направлешя. 

2 пор.: АВ,- АС=2АБС=А, ВВ, С- СО, А—векторъ-площадь. 

3 пор: АВ, АС, Ар=6АБСОр=С, В, АО. А. В- 
О. В,С-РЬО. 0, А—мЪрный объемъ. 

М?Ърные объемы въ пространств трехъ измфренй не могуть разли- 
чатьея направлешемъ, но для простраветва четырехъь измренй по- 
слЗдняя формула должна быть названа векторомъ-объемомъ. 
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ОпрелЗ лен1е. Независимыми пространственными величинами назы- 
вастся система величин, мезюду которыми не существуеть аинейназо 
соотношетая. 

Наибольныя числа независимыхъ векторовь направленя для прямой, 
плоскости и пространства суть соотвфтственно одинъ, два и три; наи- 
больния числа независимыхъ векторовъ положеня для тзхъ же оено- 
вай суть два, три и четыре. 

Наибольныя числа независимыхь мфрныхъ частей прямыхь, мфрныхЪ 
частей плоскостей и векторовь-плоскостей для плоскоети суть соотвЪт- 
ственно три, одна и одна; наибольшая числа независимыхъь тЪхъ же 
величинъ для пространства суть шесть, четыре и три. 

Въ пространств можетъ быть одинъ независимый мЪфрный объемъ 
и одна независимая мЪрная часть пространства. 

Опред лен1е. Геометрическое произведене, порядокь котораю ра- 
вень наибольшему числу независимыхь векторовь для данноло ` основаняя, 
называется высишмь произведенемь. 

Величины высшатго порядка соотв тственно сл$дуюпия: для прямой— 
векторъ направлен и мЪфрная часть прямой, для илоекости— векторъ- 
площадь и м®рная часть плоскости, для простралства—мЪрный объемъ 
и м$рная часть пространетва. 

Сложене величинъ высшаго порядка совпадаеть съ алгебраическимъ 
сложенемъ чеселъ, ихь изм5ряющихъ; на этомъ основаным эвометри- 
ческая величины высшезо порядка можно разсматривать какъ предста- 
випели отелеченныхь чисель, ить измьряющихь. 

8. 14. Плоскостное и пространственное теометрическтя про- 
изведен!я. 

Теометрическое ироизведене на плоскости, содержащее въ себЪ чие- 
ло векторовъ, превышающее наибольшее число независимыхъ векторовъ, 
мы условимся называть илоскостнымь произведенемь; подобное же про- 
извелеше для пространства—пространственнымь произведенземь. 

Пусть Е есть точка пересфченя двухъ прямыхъ, па которыхъ рас- 
положены геометрическя произведешя А,ВБи С,0; тогда на оено- 
вати свойетвъ геометрическихь произведений, если ИР = АВ, то (87) 


а потому 


ИЛИ 


(4. В),(С,Р)=Е„ (ВЕ. РЕФ, Е, АНА, Е, СО, Е, В). 


Такъ какъ сумма, стоящая въ скобкахъ, высшаго норядка, то ее мож- 
но разсматривать какъ представительнипу отвлеченнаго числа, пропор- 


т Во - 


цональнаго площали АОВО. Поэтому имфемъ формулу, опрелЪляю- 
щую собою ялоскостное произведете: 


В №) = ОВО. 


Таким образомъ, какъ геометрическое произведене двухъ м$рныхъ 
точекъь выражаеть собою положене прямой ихъ соединяющей, такъ гео- 
метричеекое произведеве двухь мЁрныхЪ частей прямыхь можеть слу- 
жить для обозначентя положения точки ихъ пересфчентя, что позволяеть 
преобразовывать чеоремы, выраженных геометрическими произведенйя- 
ми, на основани принципа взаимности. 

ВзявЪъ за начало векторовъ положеня въ формулЪ (48) точку О, ле- 
жащую виЪ плоскости АСБО, и обозначивъь векторы ОЛД, ОВ..- с0- 
отвфтственно черезь а, 6..., мы имфемъ формулу, опред$ляющую со- 
бою иростринственное произведене двухъ векторовъ-площадей 


(в о > авы 49) 


глЪ е векторъ, совпадаюний съ лией пересФченя плоскостей (а„6} и 
(с„а), а коэффишенть (асба) число, пропорцюнальное объему четыре- 
угольной пирамиды съ боковыми ребрами а, В, с, 9. 

Пространетвенное произведене двухь м$рныхъ частей плоскостей и 
пространственное произведене м6рной части плоскости на м$рную часть 
прямой всегла могутъ быть приведены къ формуламъ: 


п вефым, рее лю в) 


тдЪ (АВСО) означаетъь число пропорцюнальное объему пирамиды. 

Если перемножаемыя величины не имфютъ общихъ множителей, то 
ихъ слфдуетъ замфнить равновеликими величинами такими, къ вото- 
рымъ непосредственно можно было бы примфнить формулы (50) и (51). 

Геометрическое умноэюеме имЪетъ важнфйпия примЪнен1я въ вопро- 
сахъ зеомструи положеная, тогда вакЪъ числовое умножене примняется 
преимущественно въ вопросахъ зеометуен мъры. Въ слЪлующей главЪ 
мы займемся приложенями того и другого умноженй. 


Глава Ш. 


Примьневя ко зеометуи аналитической и высшей, къ теорли детерми- 
нантовь и ко статикъ. 


$ 15. Координаты направлен!я и координаты положен1я. Де- 
картовы координаты. Координаты однородныя. 

Если взять на плоскости основной треутольникъ 4. А,А., то поло- 
жеше всякой точки плоскости можетъ быть опредфлено, какъ конецъ 
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нфкотораго вектора положення, равнаго суммф трехъ векторовъ поло- 
женя, имфющихъ концы въ трехъ основныхъ точкахъ (8 2). 

Числовые коэффитшенты при трехъ основвыхъ векторахъь положення 
й будуть однородными координатами положеная точки. 

Если стороны основного треугольника а, а., а, разематривать вакъ 
м$рныя части прямыхъ, то любую м$рную часть ирямой ж, лежащую въ 
той ке плоскости, можно выразить какъ сумму трехъ основныхъ частей 
прямыхъ, взятыхьъ съ надлежащими коэффищентами. Въ самомъ дЪлф, 
пусть М точка нересЪчешя прямой т съ прямою а’; тогда можно взять 
а, и а, съ такими коэффищентами (форм. 14 и 13), чтобы въ сумм по- 
лучить прямую, проходящую черезъ точку Л; а приложивъ къ посл д- 
ней прямой м$рную часть прямой аз съ соотвфтственнымь коэффищен- 
томъ, мы можемъ получить м®рную часть прямой ж какъ алгебраиче- 
скую сумму основныхь прямыхъ. 

Числовые коэффищенты при в Ежи будутъ координатами поло- 
жевя мърной части прямой т. 

Если стороны а и а, основного треугольника принять за векторы 
направленя, то всяый третий векторъ той же плоскости можетъ быть 
предетавленъ въ видЪ суммы векторовъ а, и а,, взятыхъ съ опредЪлен- 
ными козффитлентами, которые и будуть координатами направлешя раз- 
сматриваемало вектора. 

Если принять а, = а„==1, то числа, только что полученныя, будутъ 
декартовы координаты точки, совпадающей съ концомъ вектора. 

Равнымъ образомъ, если взять въ иространств$ основной тетраэдръ 
А,А.А.4.. то положеве всякой точки пространства можетъ быть опре- 
дфлено какъ положеше мЪрной точки, выраженной суммою основныхъ 
мфрныхъ точекъ, совпадающихъ съ вершинами тетраедра. Всякая мЪр- 
ная часть плоскости, произвольно взятая въ пространствЪ, точно также 
можеть быть представлена какъ сумма м$рныхъ частей илоскостей, 
выраженныхЪ гранями основного тетраэдра. 

Въ обоихь случаяхь чиеловые коэффиенты при основныхъ слатае- 
мыхъ будуть однородными координатами полоэвентя точки, или плоскости. 

Веякая м$рная часть прямой въ пространств можеть быть выраже- 
на суммою шести м$®рныхъ частей прямыхъ, совпадающихъ съ ребрами 
оеновного тетраэдра и взятыхъ съ опред$ленными числовыми коэффи- 
евтами. 

Пусть нЪкоторая м$рная часть прямой т встрфчаетъ основаве те- 
траэдра А,4.4, въ точкЪ ЛГ и нусть А, вершина основного тетраэдра; 
назовемь черезъ Л/№ проекцио прямой жж изъ точки А, на плоскость 
основантя. 

Взявъ три боковыхъ ребра съ надлежащими коэффищентами, мы мо- 
жемъ получить въ суммЪ м$рную часть ирямой, совпадающую по по- 
ложешю съ А, а взявь подобную же сумму трехъ реберъ основанйя, 


— 94 —- 


мы можемъ получить мфрную часть прямой, совпадающую по положе- 
нию съ ММ; наконець, взявъ полученныя только что двф прямыя съ 
соотвфтственными коэффищентами. мы можемъ представить заданную 
намъ мфрную часть прямой и, какъ ихъ алгебраическую сумму- 

Этимъ способомъ мы и можемъ всегла найти шесть координать по- 
ложеня мтърной части прямой вь пространствь, какъ коэффищенты 
при основныхъ мЪфрныхъ частяхъ прямыхъ. 

Такъ какъ число независимыхъ векторовъ-ливй и векторовъ-площа- 
дей въ иространствЪ равно тремъь, то всяый векторъ-ливия, или же век- 
торъ-площадь, можеть выражаться суммою н$которыхъ трехъ оенов- 
ныхъ векторовъ, совпадающихъ или съ ребрами, или же съ плоскостями 
треграннаго угла. Числовые коэффишенты нри основныхъ векторахъ и 
булутъ координатами направленя векпора-лини, или вектора площади. 

Если три основныхъ вектора взять равными единиц длины, то три 
координаты вектора-линйи будуть декартовыми координатами точки, 
совпадающей съ концомъ вектора. 

Отъ координатъ положеня мЪфрной точки къ декартовымь коорлина- 
тамъ можно перейти слфдующимь образомъ. Удалимъ мфрныя точки 
А,, Ч; и А, по направлению реберъ основного тетраэдра въ безконеч- 
ность; тогда вмфсто векторовъ положеная ($ 2) мы булемь имть три 
вектора направлен, приложенные къ мёрной точь 4; они и будутъ 
тремя осями декартовой системы съ началомъ 4). 

8 16. Преобразоване координатъ ноложен!я и направления. 

Если даны координаты н%еколькихъ пространственныхъ элементовъ 
(точекъ, прямыхъ или илоскостей), то координаты любаго простран- 
ственнаго элемента, ими опред ляемаго, могуть быть найдены при по- 
мощи геометрическато умножения. 

Обратимся къ частному примфру и для простоты вычисленя возьмемъ 
точки, лежащия на ребрахъ основного тетраэдра, а именно: 


А А,--.4,; ЗВ= АА: БО=ЗА А; 1=4А,--ЗА,. (52) 
Перемноживъ эти уравненя по два, будемь имфть: 


бд Оии ое Че Е 


... 16589 
150 „В=4А, „4-24, „А, — 64, А, 
т. е. координаты положеюя мЪрныхъ частей прямыхъь АВи СВ отно- 
сительно основныхъ м5Фрныхъ частей прямыхь: 4,4, 4,4, А, Д,, 
АА, АА, А.А, будутъ соотвЪтственно: 


2, 1,0. ЕЮ ОЕ о 0 ОФ 


И -.— 
Перемноживъ уравненля (52) по три, будемъ имЪть: 


304, В. С=64, „4, А. -- 24, А, А = 8, „к у 
(54 
42А.В„р=8А, 4-4 А „АА --4 А А-З „А.А 
т. е. координаты положен!я мФроныхъ частей плоскостей АВСи АВО 
относительно основныхъ м$фрныхЪ частей плоскостей: 4,.4,4,, А.А. А,, 
ААА, А.А. А, будуть соотвфтетвенно: 
о, 4, = 8,45 
Перемноживь межлу собою вс четыре уравневля (52), получаемъ: 

ВС Де 324.4. 2,9 .. тр-л: (55) 

т. е. отношенте 


АВС: ААА, А, — 16: 105. 


Пользуясь плоскостнымъ и пространственнымь произведенями (5 14), 
можно совершить обратный переходъ отъ системъ уравнешй (54) къ 
уравненямь (53) и (52). 

Перемноживъ геометрически уравненйя (54), мы имфемъ: 


1260(АВСР) А, В=32(А,А, А.А.) (2+ А А А А, А; 


выражевще это, за выключенемъ множителя (55), тождественно съ пер- 
вымъ изъ уравнешй (53). 
Перемноживъ геометрически уравнения (53), мы получаемъ: 


90(АВО) В =8(А,А,А,) (24. А); 


выражене это, за выключешемьъ множителя (54), тождественно со вто- 
рымъ изъ уравнешй (52). 

Тотъь же самый результатъь мы можемъ получить, умноживъ второе 
изъ уравненй (53) на второе уравнене (54), а именно: 


630(АВСР) В= ЗА, АА, А,) (2, Аз); 


при этомь общимъ множителемь вошло выражеве (55). 

Наконецъ, изъ прелыдущихъ формулъ не трудно найти и координа- 
ты направленя любого вектора, опред%ляемаго положешемъ данныхъ 
точекъ (52). Найдемъ координаты вектора направлевя СБ и коорди- 
наты площади-вектора АБО. 


= #6. = 


Для этого замфнимъ въ формулахь (53) н (54) векторы А.А, и 
А.А.А. на основани Бекторныхъ тождествъ: 


АА, = АА, АЛЬ, 
ААА, = ААА, А, 4,4, АА, А,. 


Тогда мы получимъ слВдующия равенства: 


15СВ = 104,4, —4А, 4$, 


5 
42АВО=тА, А.А, -Р8А А.А, —4А,А,А,, вы» 
т. е. координаты направлешя вектора СВ при основныхъ векторахъ 
А, 4, АА,, АА, суть: 10,—4,0, а координаты вектора-плоша- 
ди АБ при основныхъ векторахь 4..А,А,. А.А,А., АА,А, суть: 
Сет ы 

8 17. Обозначене построен1й перваго порядка. 

Въ предыдущемъ параграфЪ мы видФли, что помощио геометриче- 
скаго умноженя можно опредфлять положее прямыхъ и плоскостей, 
если дано положене точекъ, черезъ которыя они проходять; и обрат- 
но, положенте точки пересфчен1я и лини перес$чен1я можетъ быть най- 
дено помощио того же дЪйстыя. Отеюда вытекаетъь слфдующее по- 
ложене. 

Всякое построеше первало порядка выражается при помощи повто- 
фензя носколькихь зеометрическихь умножении. 

Разсмотримъ слЗдующее линейное построене. Дано положевше двухъ 
точекъ: 


т М = «А-а, А, а, 
вИ=ЬА ВА, | 6.4. ; 


требуется построить точку Р, опредфляемую равенствомъ 
а И. 


Докажемъ, что искомая точка Р лежитъ на прямой, опредЪляемой 
слзлующимъ линейнымъ построенемъ: : 


[А » М) (А @) о, А, СА в) АИ А (58) 
гдЪ С есть центръ тяжести основного треугольника, т. е. 


3а=А А, А,. 


— 2 
Составивь произведен А, „Ли 4.„@, имЪемъ: 
т. Иа А А, а, «А, 
34..@= А.А -- А. А.. 


Поэтому, обозначивъь черезь 4 улвоенную площадь основного тре- 
угольника, получаемъ: 


Зи (А, „ М) „(А „«@) =9 (А -РаА, Ра, А.). 


Умноживъ обЪ части этой формулы на А,, мы имфемъ, обозначивъ 
3т:0 черезъ х: 


"(А М) „(Ах @) + А, =а4, „ А,-- а Аз» Ао - 


Докончивъ тфмъ же путемъ вычислене формулы (58), мы получаемъ 
отбрасывая обпйй числовой множитель: 


И. АА к... .. 68) 


Умноживь равенство (57) на А,, мы получаемъ тотЪ же результатъ, 
а нотому прямая РА, совпадаетъ по положенио съ прямою (58), что 
мы и желали обнаружить. 

Изъ приведеннаго примФра ясно значене формулъ, выражающихъ 
собою теометрическое построеве перваго порядка. 

5 18. Формулы теоремъ высшей геометр1и. 

Изь предыдущаго параграфа можно заключить а ром о важномъ 
значени геомегрическаго умножения для геометри положеня, въ кото- 
рой первое м$фето принадлежить методу проектирования. 

Обратимся къ основнымь теоремамъ высшей геометрли. Возьмемъ лва 
ряда мЪрныхъ точекъ: 


А--#В; А’ таВ’. 


При одинаковомъ значенти х формулы эти выражаютъ вобою пару 
точекъ двухъ раядовь, находящихся въ однозначномъ соотвЪтетвш. 
Если перемножить обЪ формулы геометрически другъ на друга, то по- 
лучимъ формулу мЪрной части прямой: 


А, А’ В, А’ РТ тхА, В’ тв, В’. .... (59) 


Если въ этомъ выражени давать х всЪ значемя отъ —со до-- со, 
то мы будемъ имфть систему прямыхъ, опредфленныхъ по длин и по- 
ложенио. 


Легко видЪть, что черезь каждую точку плоскости проходитъ не бо- 
лфе двухъ прямыхъ системы (59), &а потому она представляеть собою 
пучекь прямыть второзю класса. 

Умножимъ выражене (59) геометрически на мФрную точку Л; если 
послфдняя совпадаетъ съ олной изъ ирямыхь системы {59), то полу- 
ченное геометрическое произведеве обратитея въ нуль (форм. 27) и мы 
будемъ имфть: 


А А’ М хВ, А’, М-тхжА В’. МИ те В.В. М=о0. 


Послфднее уравневе числовое (8 13) и изъ него можно найти во- 
обще два значеня числа х. Подетавивъ ихъ въ формулу (59), мы най- 
демъ дв лиши нашей системы, проходяная черезь точку М. 

Въ частномъ случаЪ, когда В, В’ =0, т. е. когда ряды находятся 
въ такомъ положеши, что пара ихъ соотвЪтственныхъ элементовь совпа- 
даетъ съ точкою ихъ пересЪченя, мы вмфсто (59) получаемъ формулу 


АА’. А’РтА, В’. ...-.... (60) 


Формула эта выражаеть собою систему прямыхъ, проходящихъ че- 
резъ точку пересфченя двухъ прямыхъ А.Л и В. А-тА. В’. 
Отсюда имфемъ изрЪфетную теорему о рядаль перспективных». 

Теоремы взаимныя будуть выражаться формулами вполнф анало- 
гичными предыдущимъ. 

$ 19. Условля совпаден1я точки съ прямою и ©ъ плоскостью. 


Услойя, чтобы три точки совпадали съ прямой, или чтобы четыре 
почки совпадали съ плоскостью, весьма просто выражаются (форм. 27 и 
28) формулами: 


и ЕЕ одре, ОБ-Е ыы" = (61) 


Формулы эти имфютъ много примфненй. Подставимъ въ нихь вмЪето 
А, Вит. д. ихъ выраженя черезь основныя м$рныя точки; тогда, 
сокративъ па обий множитель, имЗемъ: 


а Ч @ а, 


а а @ 
ьЬ ы БВ, В, 

= = И. 
о * 1 < б3 64 м 
Я; 9. 9 


2 2 21. 9. 


Формулы эти представляють собою уравненя прямой и плоскости в5 
однородныхь координатах. 


Если обозначить черезь 2,49, &., %, &, у декартовы координа- 
ты точекъь 4, В, Х, то положене точки А, при началЪ координать 
въ точкф О, выразится формулой: 


А=о-я-ч, 


тлф О м$рная точка, & х, и у, векторы. 

Возьмемь за начало вектора положення О точку, лежащую ка пер- 
пендикуляр$ къ плоскости ху на разетонни единицы отъ точки О; 
тогда, перейдя отъ геометрическихъ произведенй къ алгебраическимъ, 
получим: 


| 
аи =0. о па) 
| 


Детерминантъ этоть предетавляетъ собою въ декортовыхь координа- 
таль уравнене прямой, проходящей черезь дет точки (21, 4) и (я, , У). 

Кром того уравненя (61) могутъ выражать собою тавшя измфнешя 
фигуръ, при которыхъ три точки фигуры лежатъ на одной прямой, 
или четыре точки на одной плоскости. 

Возьмемъ двф нары прямыхь: РМ, РО и ХИ, ХР и замЪнимъ въ 
выражеви 

2, В. 2—0 


нервый и третий множитель елЗдующими плоскостными произведевями 
ЦХ. М)» (Р» 9], В,[(Р» №«(В„Х)]=0. и -- = (60) 


Уравнене это выражаеть собою услове, 
что точки пересВчешя паръ прямыхь ХА, 
Ро, и РМ, ВХ (черт. 10) лежатъ на одной 
прямой съ точкою В. р 

Примемъ за начало векторовь положен Е 
въ форм. (64) точку О, совпадающую съ началомъ декартовыхъ пря- 
моугольныхъ координатъ, и замБнимъ векторы Х, 4 ит. д. суммами: 


Х=и-и; И=я у ит. д. 


гдф я, у, ж,, и, декартовы координаты точекъ. Если оть геометри- 
ческихь произведен перейти къ алгебраическимъ, то координаты пе- 
ремфнной точки Х войдуть вообще во второй степени, а потому ураз- 
неше (64) выражаетъь собою кривую второго порядка. 


— о 


Другими словами, (черт. 10) соотношеве (64) выражаеть собою из- 
взетную теорему Маклорена: 

Если стороны треуюльника проходять соотвутетвенно черезь три 
точки М, Ви В и если двъ ею вершины движутся при этомь вдоль 
прямытль РМ и РО, то третья вершина треуюльника описываеть кри- 
вю второю порядка. 

Замфнимъ въ формул (64) множитель В также плоскостнымъ иро- 
изведещемъ двухъ произвольныхЪ прямыхъ, взявЪ ихъ такъ, чтобы ихъ 
концы лежали на четырехь прямыхъ, входящихь въ остальные два 
мнозкителя. Тогда мы можемъ написать слдующую формулу: 


КХ + М) „(Р. 9). [СМ № (0, В)] (И, В)„(В» Х)|=0. (65) 


Формула эта вновь представляеть собою уравневше кривой второго 
порядка, а такъь какъ она вполнЪ симметрична относительно точекъ 
МИ, М, Р, 0, В, Х, вь нее входящихъ, то она выражаеть собою 
услове, чтобы шесть точекъ лежали на кривой второго норядка и въ 
то же самое время предетавляетъ собою выражене извЪстной иеоремы 
Паскаля 0 шестиутольник®, вписанномъ въ коническое сЪчеше. 

Подвергнувъ выражене 4,„В,„ С» Х =0 аналпогичнымь преобразо- 
ванямъ, можно получить для пространства теоремы, зналогичныя 
теоремф Маклорена *), но мы не будемъь на этомъ останавливаться. 


$ 20. Примфневне числового умножен!я въ геометрти. 


Выше ($ 14) мы сказали, что числовое умножее имфеть прим не- 
не въ вопросахъ геометрли м$ры. Приведемъ простЪишие примЪры. 
Возьмемъ векторныя равенства: 


АРВ=эМ, ВвВ-—-А= АВ. 


Умноживъ казжкдое само на себя, мы получаемь на основанти основ- 
ныхъ свойствь числового произведешя (форм. 19, 21): 


А -|- В8--2А,В=4АМ?, | ой 6 


4 -- 8 —2А, В = А? 


откуда, 
2.48-|- 22 — АВ?==4М?. 


Если въ послФднихъ двухъ равенствахъ принять за общее начало 
векторовъ положеня опреж$ленную точку С, то мы получаемь выра- 
жешя квадрата стороны треуюленика и квидрата ею мефаны. 


*) Алгебра илоскости и пространства $ 62. 


Пусть точка И есть центрь тяжести системы матерлальныхъ точекъ 
А, В, (.--съ массами а, В, с.--и пусть т==а-РЬ-Ре-|...; тогда 


тМ —= УХаА. 


Произведя числовое умножеше, получаемъ: 


т? М? = Ха --2УХ А. В, 
а такъ какь 
2А В = 44 В— АБ?, 
то 
т? М? == У 242 Хок А?- В?)— УаАВ», 
ИЛИ 
т? М? — т Ха? — УаАВ?. 


и наконець, дЗля на т, получаемъ 
Е 1 
т? — Ха —— УВ. СИИ (11 


Выражен!е это впервые вывель Лагранжъ довольно сложнымъ пр!е- 
момъ *). 

Приведенные примфры мы считаемъ достаточными для уясневя зна- 
ченя числовыхъ произведевй. 

Въ механик числовое произведене векторовъ соотв тетвуеть выра- 
женою работы; умножешемъ этимъ пользовались часто въ своихъ кур- 
сахъ Резаль и Сомовь, называя его геометрическимъ умноженемъ. 

Мы предложили употреблять назваюе числового умноженя потому, 
что въ исчислеши кватернтоновъ это умножеве соотв тетвуетъ нахож- 
дешю скаляра двухъ векторовъ. 

$ 21. Геометрическ1н соотношенуя въ пространств. 

Такъ какъ на ряду сь лишями векторами можно веегда разематри- 
вать векторы-площади, то геометрическимъ соотношенямъ на плоскости 
можно цочти всегда указать аналогичныя соотношеня въ пространств®. 

Такъ напримфръ, если Г) средина ребра „5 тетраэдра ВАБО, то 
изъ равенства 


28.0. Ш)=В, 0, (А-В) =В,С.А-В, С, 5 
получаемь слфдующее соотношен1е между квадратами площадей 


4801? = Вол В05?--2ВОА,ВОЗ,..... (68) 


*) Меёсаллайе апауйаие. Т. ТГ, р. 1, её. ПТ, пб 20. 


тдф послЗдей члень равенъ произведению траней на косинусъ угла 
между ними. Формула эта аналогична выражен квадрата меданы и 
выражаетъь собою квадратъ-площади сЪченя, проходящаго черезъ одно 
изъ реберь тетраэдра и средину противоположнаго ребра. 

$ 22. НПримЗненле геометрическаго умножен1я къ детерми- 
нантамъ и къ р шен1ю системы линейныхъ уравнен{й. 


Наибольшее число независимыхъ векторовъ въ нашемъ пространств® 
четыре. Допустимъ возможность существованйя я независимыхь между 
©0б0ю векторовъ; обозначимъ ихъ черезь 1, 2, 3...я. Напишемъ суммы: 


А=а1--а.2--.--- ам, 


В=вт-- В... Вл, 
а - 


М =т1--т.2--..-тю, 


т а,ё...т суть дЪйствительные коэффищенты. 

Перемножимъ суммы (69) геометрически. Согласно рав. (20), для полу- 
ченя полнато произведеня правыхЪъ частей равенствъ (69) мы должны 
составить всф возможныя произведенйя, въ которыя не входило бы по два, 
множителя изъ одного и того же столбца правыхъ частей формуль (69). 
При этомъ, если условиться считать произведенше 1 „2.8,.--ж® ПолО- 
жительнымь, то вс$ остальных произведеня бухуть положительны или 
отрицательны въ зависимости отъ числа перестановокъ, необходимыхь 
для того, чтобы множители каждаго произведеня расположить въ по- 
рядкЪ натуральныхъ чиселъ. 

Отсюда слфдуеть, что если вынести произведеше 1,2... 06- 
щимъ множителемъ, то коэффишентомъ при немъ получится слфдую- 
пий детерминантъ: 


@ Я --- Ч, 
а 

И Е м. 
т т ---т, 


На основанш полученной формулы веф свойства детерминантовъ мо- 
гутъ разсматриваться какъ слфдетыя основных свойствъ геометриче- 
<скаго произведеня (форм. 20). 

Такъ наприм®ръ, изъ свойства 4 ..==0 слБдуетъ, что детерминанть 
обращается въ нуль, если въ немъ есть двф равныя между собою стро- 
ки; изъ свойства 4.В=— В.А и1,2=—2,1 слфдуеть, что де- 
зперминанть мъняеть свой знакь при перестановкь двужь строкъ или 
колонно. 


Такъ какъь геометрическое произведете не мфняется, если прибавить 
къ одному изъ множителей сумму остальныхъ множителей, взятыхъ съ 
нроизвольными коэффищентами, то детерминанть не лиьняеть своею зна- 
ченя, если приложить къ элементамь одной строки или колонны с00т- 
вътетвенно элемент носколькихь строкь или колониь, умноженныхь на 
произвольныя числа. 

Остальныя свойства детерминантовт, вытекаюция изъ нривеленныхь 
осповныхъ свойствъ, могутъ быть выведены также параллельно съ свой- 

‚ ствами геометрическихь произведенй. 

Укажемъ простой способъ р$шенёя системы линейныхъ уравненй. 

Пусть въ уравнешяхъ; 


а--ыя, р... 4, =), 
вт, На --... тя, ==р,, 


м Е = * Е, 52 


количества а, 6 .-..т,, р, отнесены къ вектору 1, количества а», 
65... 2%, р, къ вектору 2, и т. д., и нусть векторы 1, 2...%® не за- 
висимы между собою. 

Сложимьъ вс данныя уравненая, обозначивъ соотвЗтетвенно черезъ 
О. бимы: а, --& Е. Фа. - 5; Тогда 
получимь уравнен!е: 


ал 6. -р... тж, =р, 


тд$ р=р р -- .-р,. Для нахожденя неизвЪетнаго х, умножимъ 
об части полученнаго уравнеюя на геометрическое произведеше 


Бис ---жт; 


тогла всЪ неизвЪстныя кромВ ях, исключатся сами собою и мы полу- 
чимъ формулу: 


@ а... а» Р\ В *-- 2» 
[7 Ь, ... О В, ... Ь, 

Я — . 
т т... т, т т.... т 


8 23. Приложеня къ статик%. 


Мномя изъ. нриведенныхъ пами выше формуль имфють значене не 
только въ геометри, но и въ механик». Для боле нагляднаго выясне- 


а = 


я значешя этихъ формуль въ механикф мы приведемъ выраженя 
теоремъ статики, имъ соотв тствующихъ. 

Формула (14), примЪненная къ нЪсколькимъ слатаемымъ, выражаеть 
собою слБдующую теорему Лейбница: 

Если мы имъемь точку О и рядь мателальныхь точекь А, ВБ... 6 
массами а, 6... и если на точку О дъиствують силы, выраженния 
векторами ОА, ОБ..., умноженными соотвътетвенно на массы а, 
Ь..., 0 равнодъйствующая равна вектору ОМ, умноженному на сум 
му всъжь масс. 

Та же формула’ выражаеть собою правило сложенйя маесъ. Формулы 
(30) и (31) выражаютъ собою извфегную теорему Варнньона: моменте 
равнодъйствующей равенъ алебраической сумм моментовь сллающилть 

Формула (26) мурной чаети прямой выражаетъ въ механик» силу, 
приложенную къ опредЪленной точк»; на этомъ оснований формулы (30) 
й (33) выражають собою правила сложеная силь пересъкающихся и силь 
параллельных. 

Формула (34) выражаеть собою моменть пары сил. 

Формула (37) выражаеть собою моментъь пары, которою замфняется 
система силь, огибающихъ нФкоторую площадь. 

Формула (39) даетъ правило сложеня силы и пары, лежащихь въ 
одной плоскости. 

Формулы (41), (42) и (43) даютъ возможность замьнять систему силь 
или деумя силами, или одной силой и одной парой сил. 

Такимъ образомь, основныя теоремы статики’ при помощи формул, 
установленных нами выше, прюбр$таютъ проестыя и наглядныя вы- 
раженя, причемъ доказательства этихъ теоремъ значительно унро- 
щаются. 

Мнома физичесыя величины выражаются одни векторами-линями, 
другя векторами-площадями *). СлФдуеть ожидать, что изучеюе опера- 
Шй надъ тЪми и другими векторами должно имфть также примЪнене 
въ различныхъ вопросахъ физики. 

$ 24. Краткая истор1я вопроса объ исчислен1и положения; 
важнЪфйшая литература. 

Подъ исчислешемъ положешя разумфется установлеше такихъ опе- 
рашй надъь символами, обозначающими положен пространственныхъ 
элементовъ, которыя соотв$тетвовали бы операплямъ ностроевй, совер- 
шаемыхъ надъ ними. 

Идея объ исчислени положеня (Оаюииз зйиз) принадлежала еще 
знаменитому Лейбницу. 


*) 7. С. МажиеЙ въ своемь Гебтфисв Чех Еесилейаь ив дез Маврейзииз при- 
водить въ 5 11 и 12 цфлый рядъь физических величинъ, выражающихея векторами-ли- 
нитями и векторами-площадями. 


2. ВЕ = 


Д’Аламберъ въ своей Епсуборёе (аз. зйиаНот) говорить: „Анализъ 
положеня есть во всякомъ случаЪ нЪчто такое, чего недостаетъ со- 
временной алгебр“... „Было бы желательно найти средство ввести въ 
вычислене обозначеще положення; этимъ значительно сокращались бы 
вычисления; но это не достунно современному положению и средствалгь 
анализа“. 


ВажнЪйпя изъ работъ, относящихся къ исчислению положен, суть 
елъдующия: 

1. Я. Г. Мббиз. ЮОех БагусепбтаеВе Сэещ, ет пецез Наив е! 2аг 
ап убзепеп Верзи ао 4ег Сеотефме. Тейрае. 1897. 

2. Н. @. Стаззтаии. Пе Ппеме Амздерпипоение, еп пеиег Ямею 
ег Мафетайк. Герало. 1844. 

3. @. Вейойз. Зрозлопе 4е1 лефодо 4еПе едироЦенте. Модйепа. 1854. 

4. Г. №омиз. Ош Котреха #28 апудращие 1 оеотена. Незшео- 
Юогз, 1884. 

5. В. Н. Ермаковь. Теотя векторовъ на плоскости. Юевъ. 1887. 

6. Е. У. Нуае. Тве атесйопа\ саещиз, Базей ироп Ве тлеф Нойз о 
Немиапи Отаззтапо. Возбон. 1890. 

7. а. Реото. Пе Сбтипахасе 4ез сеотенуаевен Са1сийв. Пепёзей уоп 
А. ЗеПерр. Берио. 1891. 

8. Е. ЕтаН. АБлзв ев сеотенлеспеп Каз. Герио. 1898. 


Изъ перечисленныхъ авторовъ наибольшею оригинальносттю идей от- 
личаютея Мебусь, Граесманъ и Беллавитисъ. 


А. Ф. Меббусь разсмалриваль зависимость между ноложенемъ точекъ 
въ пространствЪ, устанавливая связь между длинами параллельныхъ 
отр$зковъ, проведепныхъ изъ нфоколькихь матеральныхъ точекъ и ихь 
общаго центра тяжести и ограниченных съ другой стороны плоскостйю. 

Термань Пюнтерь Грассмань разсматриваеть точки-величины (Рапе$- 
2тбззе), т.е. точки, взятыя съ числовымъ коэффищентомь къ пимъ ири- 
соединеннымъ, & также отр$зки ли и части плоскостей, какъ особыя 
величины, и устанавливаеть надъ ними алгебраичесв1я операщи. 

Д. Беллавитись въ теор эквиполлениъ разсматриваетъ, какъ мы ука- 
зывали и выше, ръшене векторныхъ уравнешй въ примЪнени къ гео- 
метри. 

Остальные изъ перечисленныхъ авторовъ занимаются развиттемъ идей 
Г. Г. Грассмана и отчасти идей Беллавитиса. 

$ 25. Заключенте. 

Особенности теори векторовъ, предлатаемой нами, состоять, во-пер- 
выхъ, въ установленти понятЁя о системахь векторовь съ произвольнымь 
Общимь началомь, во-вторыхъ, въ разсмотр$ м геометрическаго и число- 
вого умноженй въ ихъ связи съ общимъ элгебраическимъ умноженемь 
векторовъ. 


Посл$днее обстоятельство дало намъ возможность развить теорию 
геометрическаго умножешя проще, чЪмъ это дфлають послфловалели 
Г. Г. Граесемана. Введеше же понят!н о системахъ векторовъ съ произ 
вольнымъ общимъ началомъ даетъ намъ возможность отвлекаться отъ 
длины, направлевя и положеня начала векторовь въ воировахъ, глф 
идеть рЪчь о положен точекъ, принимаемыхъ въ этомъ случаЪ за 
концы векторовъ. 

Формулы, относянияея къ системамъ векторовъ съ произвольнымь 
общимъ началомь, оказываются съ одной стороны тождественными съ 
формулами барицентрическаго исчисления Мебуса, а съ хругой стороны 
совпадаютъ съ значешемъ формулъ Г. Грасемана, относящихся къ его 
величинамъ-точкамъ. 

Связь между векторами-положеня и векторами направлешя вполн® 
естественна, тогда какъ поняе о векторЪ, какь разности двухъ т0- 
чекъ-величинъ, какъ у самого Грассмана, такь и у всЪхъ его послёдо- 
вателей остается м%стомъ весьма слабымъ. 

Введеше понятия о вектор%-положеня позволяеть соединить въ одно 
ц%лое всЪ отдфльные методы въ области исчислен1я положевя. 

Въ заключеше постараемся по возможности выяснить причину тото 
выдающагоея значеня, которое имфеть геометрическое умножене въ 
теор1и векторовъ. Причина эта заключаетея, по нашему мнЪнЮ, в 
томъ, что геометрическое умножеше можетъ разематриватьея какь 
злгебуаическое умножеше, обобщенное въ такомъ паправлев, что 
можно не дфлать различия по существу между извлеченемъ корня чет- 
ной степени какъ изъ положительнаго, такъ и изъ отрицательнаго коли- 
чества. 

ДЪйствительно, если мы возьмем геометрическое произведеще двухь 
равныхъ взаимно перпендикулярныхь векторовъ 


Сс п 
фаре 
и если по ланной площади квадрата а”, имь выражаемой, мы будемь 
опредЪлять образуюпий и направляюлий векторы (8 6), то дфйствы, 
обратныхъ разсматриваемому умножению, будетъ два различных: одно 
для опредфлешя образующаго, а другое для опредфлеюя нанравляю- 
шаго вектора. Будемъ первое дфйстые обозначать знакомъ у, & вто- 
рое знакомъ у. 
Тогда, велфдетые неперемфстительности геометрическаго умножении, 
будемь имфть формулы 


Е ор РЕ фо 


Векторы, выраженные той и другой операшей, различаются по сво- 
ему направленю на 90°, 


ВЕ 


Такимъ образомъ, мы приходимъ инымъ путемъ къ результату, кото- 
рый полученъ еще Арганомъ, а именно, что геометрическая опералия, 
соотвфтствующая умножению вектора на ИТ, состоить въ вращеви 
вектора на 90°. 

Съ другой стороны, поняте о сложеви векторовЪ также представ- 
лнеть собою обобщене поня\1я о сложеши количествъ положительныхь 
и отрицательныхь на количества комплексныя. 

Такимъ образомъ, вся изложенная нами теоря векторовъ можеть раз- 

- сматриваться какъ геометрическое толковаше алгебры комплексныхъ 
количествъ. 


29 Гоия 1898 г. 


Иетричеекя свойетва инволющй перваго кааееа выешиь порядковь и уеловя еущеетвова- 


НЯ ВЪ НИХЪ ДВОЙНЫХЪ ЭЛИОНТОВЪ, 


А. И. Богуелавскал. 


Вь 1879 году Эмалемь Вейромь предложено бы- 
30 слбдующее опредфлеше инволюши яаго поряд- 
ка кнасса Я *). 

Если, веяюй разъ, какъ взяты нроизвольно А то- 
чекъ уникурсальной (рацональной) кривой, осталь- 
-ныя (и—Ё) точекъ ея (2-й) оказываются такимъ 
| образомь опредёленными, что въ системВ вовхъ и 
_ м существуеть полная перемЪстительность. 
При чемъ каюя бы Ё точекъ изъ этой группы мы 
ни взяли, остальныя (”—й), ими опредъяяемыя, 
будуть принадлежать той же групп, то такой родъ 
соотвВтствая между точками кривой называется ин- 
волющей #аго порядка и класса К и можеть обо- 


значаться черезъ +». - 
Еели изъ и элементовъ группы р элементовъ со- 
внадають по положеню, то мы имъемъ р— кратный 
элементь инволюши. 
Возьмемъ (А -|-1) уравневй ой степени 

П=0. П==0, 12=. ` ТА), (1) 
порыин которыхъь дають по я значенй нЪкотораго 
‘парамелра, опредъляющих положеше (#1) группъ 
точекъ уникурсальной кривой, содержащихъ каждая 
10 # точекъ. Приложимъ къ первому изъ уравне- 
НЫ (1) остальныя А уравневй, умноживъ ихъ со- 
таз тетвенно на, коэФфищенты },, А, №; тогка им$- 


.] 
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пы В-Ны-Е. ни „НЫ ==0 (2) 
_уравнене, устанавливающее инволюнлонную зави- 
симость ®’аго порядка и класса & между точками 
ряда на данной уникурсальной кривой. ДЪйстви- 
тельно, взявъ произвольныя й точекъ нашего ряда 
4. 4.... А, и подставивъ послбдовательно соот- 
вВтетвующя имъ в значей перемфннаго парамет- 
ра въ уравнене (2), мы получимъ # отдВльныхь 
уравнеюй первой степени относительно коэффиц- 
ентовъ №, изъ которыхъ опредфлятся всв # козфФи- 


*) ЗИииисзВенсме дег К. АЖай@. ег \У1взеляси. УМеп. В. 
ХХХ. Аргй — Ней. Татр. 1879. \О5ег Упуотайопел п’4еп 
Отабез пп от Биме. Уст РгоГ. От. Км УУеуг. 


ентовть. Подетавивь найденныя } въ уравнене 
(2) и нади веЪ его и корней. мы вайдемъ ту един- 
ственнунтруппу я точекъ А. 45... 4, которой 
принадлеать ранЪе взятыя нами # точекъ 41... А, 
и котора вполнф опредЪфляетея какъ этими такъ и 
любыми точками, въ нее входящими; ясно, что 
между тсками нашей группы существуетъ полная 
перем сттельность. Точки одной и той же группы 
называютя инволюц!онно сопряженными. Изъ урав- 
нешй (112) слвдуеть, что инволющя класса Ё 
опредъляеся вполнЪ (Ё--1) группами сопряжен- 
ных ТОчКЪ. 

Если м возьмемъ произвольную плоскую уни- 
курсальню кривую я’аго порядка и пересЪъчемъ ее 
пучкомъь рямыхъ лишй съ центромъ, не лежащимъ 
на нашейкривой, то на каждомъ изъ лучей пучка 
будетъ леать по одной групп, состоящей изъ и 
точекъ. (овокупноеть воъхъ такихъ груптъ соста- 
вить сбою 5, инволюцщио перваго класса я’ой сте- 
пени. @фатно, если мы пересвчемь пучекъ кри- 
выхЪ и.о порядка прямою лиюей, то на поелБд- 
ней полуимъ прямолинейный рндь точекъ, между 
которым: устанавливается У, также инволющюн- 
ная завиемость перваго класса, 2?ой степени. Рав- 
нымъ обраомъ, если мы вообразимъ себЪ, что уни- 
курсальна плоская кривая перес$чена  вебми пря- 
мыми плекости, на которой она лежитъ, то веЪ 
вел СИР УЕМИТКЫихХ В ИА одной прямой, соста- 
вятъ с0бФ инволющю второго класса степени я; 
ибо взявтдвЪ произвольныя точки кривой и про- 
ведя червь нихь прямую, мы получаемъ въ пере- 
съченш с нашей кривой всю группу я сопряжен- 
ныхъ точкъ, ими -опредЪляемыхъ. Наконецъ, если 
мы вообрзимь себЪ уникурсальную кривую ”’аго 
порядка якой кривизны и пересъчемъ ее посл5- 
довательы всбми плоскостями пространства, всЪ- 
ми плоскетями, проходящими черезъ данную точ-^ 
ку простриства и вебми плоскостями пучка вло- 
скостей, » получимъ соотвЪтетвенно на разематри- 
ваемой квой инволющи я’аго порядка: 3 класса, 
2 класса перваго класса. 

Обратигя къ разсмотрВ нию свойствъ инволющи 
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перваго класса ой степени. Задачи о игроеви 
по одной изъ точекъ инволющи первае класса 
ой степени остальныхь (и—1) точекъ, й еопря- 
женныхъ, есть вообще задача порядка вше вто- 
рого и только при частномъ расположени элемен- 
товъ двухъ групиъ, опредзляющихь иолюцию. 
она можеть оказаться залачею второго паядка. А 
именно, если точки объихь группъ такъ аеполо- 
жены, что ихь можно однозначно проэктирвать на, 
кривую второго порядка такимь образов, чтобы 
два м’угольника, имъющихь ихь вершивмги, оба 
пыля бы описанными около одного и тот же ко- 
ническаго сфчешя, то задача о построенэлемен- 
тов» любой группы ееть задача второго юрядка. 
Въ такомъ случаф по извЪетной тсорем®Понселе 
существуеть безчиеленное миожеетво Ятольни- 
ковъ, вписанныхь въ первое коническое зэчеве и 
описанныхъ около второго: а потому. взял» проияз- 
вольную точку перваго конпческаго сЪчёл и по- 
строивъ многоугольник Понселе. имвющ'ианную 
точку одною изъ вершинъ., мы получамь вею 
группу и сопряженныхь точек инвол ш. Чао 
касается задачи о поетроенх о Обо 
класса третьей степени, то она всегда вфого по- 
рядка, ибо (Фиг. 1) какъ бы ни были рафложены 
дв тройки точекь а, а, а, и В. Ь. 6, кривой 
второго порядка А. всегда лини. ихъ ры, 


касаются ‘другого коническаго сЪчевля $; постро- 
ивъ новый треугольникъ Понселе, мы яземъ но- 


вую тройку точекъ с, с, с нашей инвозтии. 

Разсмотримъ н®которыя метрическая сойства. ин- 
волюцш перваго класса яой степени. робразимт 
себЪ, что инволюплонная зависимость угановлена 
между точками нЪФкотораго прямолинезаго ряда 
при помощи уравненя 


(2—а1) (#—@5).....(2—а,)-Ру (#—В4).....(#—„)=0 (3) 


ДВ аи суть разстояшя точекъ первои второй 
группы оть нЪкоторой начальной точ прямой. 


Примемъ за точки второй группы точки, сопряжен 
ныя съ безконечно удаленною точкой ряда, аз 
начало отрЪзковъ одну изь точекъ этой второ! 
группы: тогла уравнеше (3) примемъ видъ: 


(#—в1)..(и—а„) На Ь)....(%—№'„о)==0, 


или въ раскрытомъ видЪ: 


(4) 


я 2—1 #1 я_9 
х-- Але... 1 д, МЕ В+... В, 9-0. (6 


Обозначая черелъ 2:...2„ корни послЪдняго ур 
внен!я. имъемь: 


Уи) а У А Ву: Е 2% Ж1.То-.- 


Или исключая *. получимь радъ уравнений: 


2.19 — В, У м=А. — А,.В, = К, 
лей: — Вох, == Ко 


хх 
= 
%\` 
7 


м а. и 1 — в т =—= Жи о 


21 99... Я — р — И 


(7 


гдЪ Ки В постоянныя. опредзляемыя положен: 
точекъ двухь основныхъ группиъ, опреджляющ 
нашу инволюцио. Въ случа инволющи` второй 
цени весь рядъ уравнешй (7) ограничивается 
нимъ поелЪднимъ 


1 „2 — Е. 


гдЪ ж и 2. суть разетоявя пары сопряжене 
точекъ инволющи оть точки, сопряженной съ 
конечно удаленною точкой, или иначе, отъ це 
инволющи. 
Если въ уравнены (35) замънимъ перемьнн; 
черезь 91 : 9 и и напишемъ его въ видЪ 


` 


Г (91, %) |НА $ (91, 5) —=0 


то, приравнявъ нулю хукщональный детермие 


Яко и $, мы получаемь уравнене двой 
хорм№ 
а а 
ду; ° 4 0 
а 0 | 
аул ‚ ду | 


Если мы въ послЪднемъ уравнени вновь 
ниМЪ 9: : 9» черезъь 42, то мы получимъ для 
лющши, опредзляемой уравневемъ (3), такое 
внене двойныхъ точекъ 


Х (а: — 6.) (< —а,)(< — а5).....(п—в (яв, 1) 
(2—а„)(х—61)(42—5)...(х— В 1) В, 1)... (8 —В,)= 
гдЪ сумма Х берется какъ позтакъ и по # отъ 


Благодаря особенности Фхормы уравневии (10) мы 
гко выведемь слздуюпия усломя существоватя 
войныхь точекъ инволюцщзи я’аго порядка и пер- 
аго класса: 

1. Если точки двухъ групиь, онредвляющихъ ин- 
олюцию, расположены такимъ образомъ, что 


> >>> а 2% В 


(11) 
. в. если каждая пара точекь одной группы раз- 
Флена точкою второй группы, то двойныхъ точект 
ъ инволющи быть не можеть. Дзйствительно. если 
ы возьмемъ произвольную точку с:, лежалкую ме- 
у парою точекь и) ив, первой и второй группы. 
6 въ каждомъ изъ остальныхь (и — 1) отрзковъ 
‚8. лежитъ по одной изъ точекъ сопряженныхъ 
0чЕф сл. ДЪЙствительно, подетавивъ с, вмЪето 2 вт 
равнеше (3), мы находимъ велЪдетые уеловя 
1>6>. и неравенетвъ (11), что для группы то- 
къ, опредзляемыхъ положенемъ точки с, мы им- 
УЪ />0; а потому при измзнени х отЪ а, до В, въ 
равнени (3) мы видимъ, что для А четнаго первая 
аеть этого уравнешя м$Фняетъ свой знакъ, пере- 
дя съ — на —-; для Ё нечетнаго она также м$- 
неть свой знакъ, переходя съ -- на —; а это по- 
звываетъ. что между а, и , есть по крайней мф- 
$ одинъ корень уравневя (3), а такъ какъ число 
ромежутковъ а; 6; равно числу корней, то яено, 
0 кратныхъ корней быть не можеть. 

2. Если же всЪ точки второй трупиы лежать ме- 
Ду парою посхВховательныхъ точекъ первой груп- 
ы, то веЪ 2(» —1) двойныхъь точекъ. опредЪля- 
ныхь уравнеюшемъ (10), дЪйствительны и каждая 
35 нихь лежить въ промежутк между двумя по- 
твдовательными точками а;,@.1 первой группы. 
ш между В, и 6..1 двумя поелдовательными точ- 
зми второй групны. ДЪйствительно подетавивъ въ 
равнете (10) послЪдовательно а; и ал, мы ви- 
ть, что въ немъ всЪ члены суммы обратятея въ 
., кромЪ того члена, который содержить или 
изи а. Въ своемь коэффишенть, причемь 
Уультаты подстановокъ будутъ съ противополож- 
ми знаками, ибо число отрицательныхъ множи- 
ей при первой и второй подстановкЪ различается 
единицу. 


3. Въ общемъ случа расположевя точекъ пер- 
вой и второй группы, опредвляющихъ инволюцию, 
число двойныхъ точекъ всегда равно числу такихъ 
отр$зковъ, ограниченныхь парами послВдователь- 
ныхЪъ точекъ одной и той же группы, внутри кото- 
рыхъ не заключается ни одной точки второй груп- 
пы. Послфднее слЪдуетъ изъ разсужденй, которыя 
мы примзняли къ случаямъ, когда число двойныхь 
точекъ равно нулю, или 2 —2. ТВ же услошя су. 
цествоватя двойныхъ элементов остаются и въ 
томъ случаЪ, если мы инволюцио, взятую первона- 
чально на прямой ливи, проэктируемъ однозначно 
на любую уникурсальную кривую я’аго порядка 
{для этого достаточно провести пучекъ прямыхъ ел, 
центромъ въ точкВ кривой кратности я — 1). 


Такъ для инволющи третьяго порядка, разсмат- 
риваемой на коническомъ сВчеши, при распред®ле- 
виа точекъ (хиг. П) *). 


а а” Ь" Ь" 5’ И 


имфемь шахииию двойныхъ точекъ, а именно четы- 
ре точки. расположенныя внутри дутгт: 


а” а. ба а. ВИА. ВИ 5. 


Для той же инволюшши нри расположети точек 
(гиг. ПТ: 


имфемъ двЪ дФйствительныхъ двойныхъ точки, ле- 
жания внутри дутъ: 


д 


А 


Ни” 6” 


Наконець для той же инволющи при расцоложе- 
ни точекъ (®иг. Г}: 


араврав 


мы не имъемь совебмъ дъйствительныхъ двойныхь 
точекъ. 


*) Отдёльный чертежъ въ конц книги. 


